




Ìîäåëè àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè (ARCH-ìîäåëè) è èõ
îáîáùåíèÿ(GARCH-ìîäåëè)øèðîêîèñïîëüçóþòñÿâïðèêëàäíûõýêîíîìåòðè÷åñêèõèñ-
ñëåäîâàíèÿõ, îñîáåííî ïðè àíàëèçå ôèíàíñîâûõ äàííûõ. Âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ïðåäëà-
ãàåòñÿêîíñóëüòàöèÿïîýòîéòåìàòèêå, ïîäãîòîâëåííàÿïîìàòåðèàëàìêíèãèÌàð-




äèíåíèåìâêëàñòåðûâîëàòèëüíîñòè(èçìåí÷èâîñòè). Â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèå âîç-
ìóùåíèÿ (îñòàòêè) èìåþò òåíäåíöèþ ñëåäîâàòü çà áîëüøèìè âîçìóùåíèÿìè, à ìàëûå
âîçìóùåíèÿ ãðóïïèðóþòñÿ ñ ìàëûìè. Íàïðèìåð, ôîíäîâûå áèðæè îáû÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ
ïåðèîäàìè âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè è áîëåå «îñëàáëåííûìè» ïåðèîäàìè íèçêîé âîëàòèëü-
íîñòè. Ýòî îñîáåííî êàñàåòñÿ êðàòêîñðî÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè, íàïðèìåð, â äíåâíûõ èëè íå-
äåëüíûõ îò÷åòàõ, è ìåíåå — áîëåå äîëãîñðî÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè. Îäèí èç ñïîñîáîâ ìîäå-
ëèðîâàòüòàêèåñòðóêòóðûñîñòîèòâòîì, ÷òîáûïðèíÿòüïðåäïîëîæåíèåîçàâèñèìîñòèäèñ-
ïåðñèè îñòàòêîâ t îò åå ïðåäûñòîðèè.
1. АРУГ  и ОАРУГ модели
2
Îñíîâîïîëàãàþùåé ñòàòüåé â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Ýíãëà [Engle (1982)], â êîòî-
ðîé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè (ÀÐÓÃ).
Ñìûñë ïîíÿòèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèñïåðñèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíàt âìîìåíòâðåìåíè t çàâè-
ñèò îò êâàäðàòîâ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ èç ïðåäûäóùèõ ïåðèîäîâ. Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ôîðìà èìååò
âèä:
   tt t t E
22
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2     {} |I , (1)
ãäåIt1 îáîçíà÷àåòèíôîðìàöèîííîåìíîæåñòâî, îáû÷íîâêëþ÷àþùååt1 èâñþåãîïðåäûñ-
òîðèþ. Òàêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðî-
ñêåäàñòè÷íîñòèïîðÿäêà1, ÀÐÓÃ(1).×òîáûãàðàíòèðîâàòü t
2 0 	 âíåçàâèñèìîñòèîòt1
2 ,ì û
äîëæíûíàëîæèòüîãðàíè÷åíèÿ	0è	0.ÌîäåëüþÀÐÓÃ(1)îïèñûâàåòñÿñëåäóþùåå:åñëè
â ïåðèîäåt 1ñëó÷àåòñÿ áîëüøîå âîçìóùåíèå, òî áîëåå âåðîÿòíî, ÷òît òàêæå èìååò áîëü-
øîå (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, êîãäàt1
2 ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì, äèñ-





2 Àíãëîÿçû÷íàÿ âåðñèÿ ÎÀÐÓÃ-ìîäåëè — ýòî GARCH-Model, Generalized ARCH-Model.Ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè (1) íå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññt ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Ïðî-
ñòî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ êâàäðàòîât
2 è t1
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ïðè óñëîâèè, ÷òî01 	  . Çàìåòèì, ÷òî áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ íå çàâèñèò îò ìîìåíòà âðå-
ìåíè t.
Ìîäåëü ÀÐÓÃ(1) ëåãêî ðàñøèðÿåòñÿ íà ïðîöåññ ÀÐÓÃ(p), êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü êàê












    ... ( ) , (3)
ãäå() L — ïîëèíîì îò îïåðàòîðà ñäâèãà ïîðÿäêà p1. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëü-
íîñòü óñëîâíîé äèñïåðñèè, U è êîýôôèöèåíòû â() L äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû j jp 	 11 2 , , ,..., . Âëèÿíèåtj 
(ïðè ñäâèãå íà j ïåðèîäîâ íàçàä) íà òåêóùóþ âîëàòèëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
j.ÂìîäåëèÀÐÓÃ(p)âîçìóùåíèÿáîëåå÷åìíàpïåðèîäîâðàíååíåèìåþòíèêàêîãîýôôåêòà
íà òåêóùóþ âîëàòèëüíîñòü.
Ïðèñóòñòâèå îøèáîê ÀÐÓÃ â ðåãðåññèè èëè ìîäåëè àâòîðåãðåññèè íå ëèøàþò çàêîííîé
ñèëû ÌÍÊ-îöåíèâàíèå. Îäíàêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò áîëåå ýôôåêòèâíûå (íåëè-
íåéíûå) ìåòîäû îöåíèâàíèÿ, ÷åì îáû÷íûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Áîëåå âàæíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçûâàòü áóäóùèå äèñïåðñèè, íàïðèìåð, èç ñîîáðàæåíèé, ÷òî
îíè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòåïåíè ðèñêîâàííîñòè èíâåñòèöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, óìåñòíî
òåñòèðîâàòü íàëè÷èå ýôôåêòîâ ÀÐÓÃ è, åñëè òðåáóåòñÿ, îöåíèâàòü ìîäåëü ñ ó÷åòîì ýòîãî.
Òåñòèðîâàíèå íà àâòîðåãðåññèîííóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ïîðÿäêà p ìîæíî ïðîâåñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ñ ïîìîùüþ òåñòà íà ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü Áðåóøà-Ïàãàíà (Breusch-Pagan),
ïðåäñòàâëåííîãî, íàïðèìåð, âãëàâå4[Âåðáèê(2007)].Äîñòàòî÷íîïîñòðîèòüâñïîìîãàòåëü-
íóþ ðåãðåññèþ êâàäðàòîâ ÌÍÊ-îöåíåííûõ îñòàòêîâ et
2 ïî ëàãèðîâàííûì êâàäðàòàì
ee tt p  1
22 ,..., è êîíñòàíòå, è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç çíà÷åíèå R
2. Ïðè íóëåâîé
ãèïîòåçå ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè( ... )  1 0   p ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå êðèòè÷åñêàÿ ñòàòè-
ñòèêà àñèìïòîòè÷åñêè èìååòV
W-ðàñïðåäåëåíèåñpñ òåïåíÿìè ñâîáîäû. Äðóãèìè ñëîâàìè,
òåñòèðîâàíèå ãèïîòåçû ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé, ãäå îøèáêè ñëåäóþò
ïðîöåññó ÀÐÓÃ(p), î÷åíü ïðîñòîå.
Ìîäåëè ÀÐÓÃ îáîáùàëèñü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ïîëåçíîé ìîäèôèêàöèåé ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííàÿìîäåëüÀÐÓÃèëèìîäåëüÎÀÐÓÃ, ïðåäëîæåííàÿÁîëåðñëåâîì[Bollerslev(1986)].Âîá-
ùåé ôîðìå ìîäåëü ÎÀÐÓÃ(p,q) ìîæíî íàïèñàòü êàê


























  () () , (5)
ãäå() L è+() L —ïîëèíîìûîòîïåðàòîðàñäâèãà.ÍàïðàêòèêåñïåöèôèêàöèÿÎÀÐÓÃ(1,1)÷àñòî


























































2   		 , (6)
ãäå äëÿ îöåíèâàíèÿ èìååòñÿ òîëüêî òðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè t
2
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû,  è  òàêæå áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè ìû îïðåäåëèì
 tt t 	
22 ,ò î
ïðîöåññ ÎÀÐÓÃ(1,1) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
   
  




1    	 		 () ,
ïîêàçûâàÿ, ÷òîêâàäðàòûîøèáîêñëåäóþòïðîöåññóàâòîðåãðåññèè—ñêîëüçÿùåãîñðåäíåãî
ÀÐÑÑ(1,1). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îøèáêàv t ÿâëÿåòñÿ ñåðèàëüíî íåêîððåëèðîâàííîé, îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé. Êîýôôèöèåíò àâòîðåãðåññèè ðàâåí  , ïîýòîìó äëÿ ñòàöèî-
íàðíîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû  1. Çíà÷åíèÿ  , áëèçêèå ê åäèíèöå, ïîäðàçóìåâàþò âû-
ñîêîå ïîñòîÿíñòâî â âîëàòèëüíîñòè
3. Çàìåòèì
4, ÷òî ïðè óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè îñòàòêîâ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿEE tt {} {}   		  1
2
1
22 , è òîãäà áåçóñëîâíóþ äèñïåðñèþt ìîæíî íàïè-
ñàòü â âèäå
   
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êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè ÎÀÐÓÃ(1,1) ýêâèâàëåíòíà ñïåöèôèêàöèè ìî-
äåëè ÀÐÓÃ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ãåîìåòðè÷åñêè óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ýôôåêò âëèÿíèÿ âîçìóùåíèé íà òåêóùóþ âîëàòèëüíîñòü óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè.Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåöèôèêàöèÿïðîöåññàÎÀÐÓÃìîæåòîáåñïå÷èòüýêîíîìíóþàëü-
òåðíàòèâó ïðîöåññó ÀÐÓÃ âûñøåãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå (8) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå,
óäîáíîì äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ:











 () . (9)
Â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî ìíîãî àëüòåðíàòèâíûõ ñïåöèôèêàöèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñ-
ëîâíîé âîëàòèëüíîñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì àêðîíèìàì (ñì. îáçîðû
[Bollerslev, Chou, Kroner (1992)]; [Bera, Higgins (1993)]; [Bollerslev, Engle, Nelson (1994)];
[Diebold, Lopez (1995)]). Âàæíûì îãðàíè÷åíèåì âûøåïðèâåäåííûõ ñïåöèôèêàöèé ìîäåëåé
ÀÐÓÃ è ÎÀÐÓÃ ÿâëÿåòñÿ èõ ñèììåòðèÿ: çíà÷åíèå èìåþò òîëüêî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âîçìó-
ùåíèé, àíåèõçíàê.Òàêèìîáðàçîì, áîëüøîåîòðèöàòåëüíîåâîçìóùåíèåèìååòòîæåñàìîå
âîçäåéñòâèå íà áóäóùóþ âîëàòèëüíîñòü, ÷òî è áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå âîçìóùåíèå òîé æå
ñàìîéâåëè÷èíû.Ñîäåðæàòåëüíîåîáîáùåíèåíàõîäèòñÿâíàïðàâëåíèèàñèììåòðè÷íûõìî-











3 ÏðîöåññèíòåãðèðîâàííîéÎÀÐÓÃ(1,1)(èëèÈÎÀÐÓÃ(1,1))âîçíèêàåò,êîãäà  1èâîçìóùåíèÿâîëàòèëüíî-
ñòè èìåþò ïîñòîÿííûé ýôôåêò [Engle, Bollerslev (1986)].
4 Ðàâåíñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò, ñïðàâåäëèâî, åñëè òîëüêî t íå èìååò àâòîêîððåëÿöèè.æå âåëè÷èíû èìåþò ðàçíîå âîçäåéñòâèå íà áóäóùóþ âîëàòèëüíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå
ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè âîçìóùåíèÿìè áîëåå îùóòèìî äëÿ ôîíäîâûõ
áèðæ, ÷åì äëÿ îáìåííûõ êóðñîâ, ãäå àãåíòû îáû÷íî íàõîäÿòñÿ ïî îáå ñòîðîíû ðûíêà. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ äëÿ îäíîãî àãåíòà ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè äëÿ
äðóãîãî.
Àñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü òîãî ôàêòà, ÷òî íåîæèäàííîå
ñíèæåíèå öåíû («ïëîõèå íîâîñòè») èìååò áîëüøåå âîçäåéñòâèå íà áóäóùóþ âîëàòèëüíîñòü
÷åìíåîæèäàííîåóâåëè÷åíèåöåíû(«õîðîøèåíîâîñòè»)íàòóæåâåëè÷èíó.Îñíîâîïîëàãàþ-
ùèé ïîäõîä, óëàâëèâàþùèé òàêèå àñèììåòðèè, ïðåäñòàâëåí ìîäåëüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé





























ãäå+ , è  — ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû. Òàê êàê ìîäåëü ÝÎÀÐÓÃ âêëþ÷àåò óðîâåíü tt  11 / ,ò î
îíà àñèììåòðè÷íà, ïîñêîëüêó 0. Êîãäà 	0, ïîëîæèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ ïîðîæäàþò
ìåíüøóþ âîëàòèëüíîñòü, ÷åì îòðèöàòåëüíûå âîçìóùåíèÿ («ïëîõèå íîâîñòè»). Âêëþ÷åíèåì
äîïîëíèòåëüíûõ ëàãîâ âîçìîæíî ïîëó÷èòü ðàñøèðåíèå ìîäåëè ÝÎÀÐÓÃ. Çàìåòèì, ÷òî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü ìîäåëü (10) â âèäå:
log log ( ) , ,
log
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Ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî äèñïåðñèè íèêîãäà íå áóäóò îòðèöà-
òåëüíûìè. Îáû÷íî ñëåäîâàëî áû îæèäàòü, ÷òî  
 0, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî 	0.
Ýíãë è Íã [Engle, Ng (1993)] îõàðàêòåðèçîâàëè äèàïàçîí àëüòåðíàòèâíûõ ìîäåëåé äëÿ óñ-
ëîâíîéâîëàòèëüíîñòèòàêíàçûâàåìîéêðèâîéâîçäåéñòâèÿíîâîñòåé, êîòîðàÿîïèñûâàåò
âîçäåéñòâèå ïîñëåäíåãî âîçìóùåíèÿ äîõîäíîñòè (íîâîñòè) íà òåêóùóþ âîëàòèëüíîñòü (ñî-
äåðæàùóþ âñþ èíôîðìàöèþ, äàòèðîâàííóþt  2èëè ðàíåå, â âèäå êîíñòàíòû è ôèêñàöèè
âñåõ ëàãèðîâàííûõ óñëîâíûõ äèñïåðñèé â áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè
2). Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìî-
äåëüþÎÀÐÓÃ(1,1)ìîäåëüÝÎÀÐÓÃèìååòàñèììåòðè÷íóþêðèâóþâîçäåéñòâèÿíîâîñòåé(ñáî-
ëåå âûñîêèì âîçäåéñòâèåì äëÿ îòðèöàòåëüíûõ âîçìóùåíèé). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ýôôåêò
íà t
2 ýêñïîíåíöèàëüíûé, àíåêâàäðàòè÷íûé, êðèâàÿâîçäåéñòâèÿíîâîñòåéìîäåëèÝÎÀÐÓÃ,
êàê ïðàâèëî, èìååò áîëåå êðóòûå íàêëîíû [Engle, Ng (1993)]).
Ôèíàíñîâàÿ òåîðèÿ ãîâîðèò íàì, ÷òî îïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè ðèñêà îöåíèâàþòñÿ ðûí-
êîì. Òî åñòü àêòèâû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì «ðèñêà» ìîãóò îáåñïå÷èòü áîëåå âûñîêóþ ñðåä-
íþþ äîõîäíîñòü äëÿ èõ êîìïåíñàöèè. Åñëè t
2 ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì èçìåðèòåëåì ðèñêà, òî
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ìîæåò áûòü îäíèì èç ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ óñëîâíîå ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè y t. Îäèí èç âàðèàíòîâ ìîäåëè ÀÐÓÃ — ìîäåëü ÀÐÓÃâñðåäíåì (èëè ÀÐÓÃ-Ñ)
Ýíãëà, Ëèëèíà è Ðîáåðòñà [Engle, Lilien, Roberts (1987)] ñïåöèôèöèðóåòñÿ â âèäå:
yx tt t t  B 

 *4  
2 ,
ãäåt îïèñûâàåòñÿïðîöåññîìÀÐÓÃ(p)(ñóñëîâíîéäèñïåðñèåé t
2), à B) xt *—ëèíåéíàÿôóíê-
öèÿîáúÿñíÿþùèõïåðåìåííûõxx tt
() ( ) , ,...





















































)(1997)] ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòû àíàëèçà âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ìîäåëÿìè ÀÐÓÃ-Ñ è ìîäåëÿìè
öåíîîáðàçîâàíèÿ àêòèâîâ.
2. Оценивание и прогнозирование
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îöåíèâàíèþ óñëîâíûõ ìîäåëåé âîëàòèëüíîñòè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òît — îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìîäåëè òèïà
5 yx tt t  B 
 * , ãäå âåêòîð îáúÿñíÿþùèõ ïå-
ðåìåííûõxt ìîæåòâêëþ÷àòüëàãèðîâàííûåçíà÷åíèÿ y t.Âêà÷åñòâå÷àñòíîãîñëó÷àÿxt ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòî êîíñòàíòîé. Êðîìå òîãî, ïóñòü óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿt îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññîì
ÀÐÓÃ(p). Òåïåðü, åñëè ìû ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå îá (óñëîâíîì) ðàñïðåäåëåíèèt, òî ñìî-
æåì îöåíèòü ýòó ìîäåëü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. ×òîáû ïîíÿòü êàê ýòî äå-
ëàåòñÿ, ïîëîæèì
 F tt t  ,ã ä åFt ÍÎÍÐ ~( , ) 01
6.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíîå (ïî èíôîðìàöèè It1) ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèÿt ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûìñîñðåäíèì0èäèñïåðñèåé t
2.Îäíàêîýòîíåïîäðàçóìåâàåò, ÷òîáåçóñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèåt ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, ïîñêîëüêó t ìîæåò áûòü ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé,
åñëèìûíåíàêëàäûâàåìóñëîâèåIt1.Êàêïðàâèëî, áåçóñëîâíîåðàñïðåäåëåíèåèìååòáîëåå
òÿæåëûå õâîñòû, ÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå y t êàê
fyx tt t
t














  ... è * tt t yx  B . Îòñþäà ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïî-
äîáèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñóììó (ïî âñåì t) ëîãàðèôìîâ âûøåïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ,
ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ t
2 èt. Ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïî-
äîáèÿ ìîæíî ìàêñèìèçèðîâàòü îáû÷íûì ñïîñîáîì îòíîñèòåëüíî*  , ,..., 1 p è U. Íàëîæå-
íèå óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè  j j
p








è íåîòðèöàòåëüíîñòè ( j  0 äëÿ âñåõ j) ìîæåò
áûòü òðóäíûì íà ïðàêòèêå, ïîýòîìó áîëüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ p íå ðåêîìåíäóþòñÿ.
ÅñëèFt íå èìååò â òî÷íîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî âûøåïðèâå-
äåííàÿïðîöåäóðàìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿìîæåòäàòü, òåìíåìåíåå, ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ýòîì ñïå-
öèôèöèðîâàíà íåêîððåêòíî. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ, äîâîëüíî ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîöåäóðû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ñïðàâåäëèâû, êîãäàv t íåèìååòíîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ.Òàêîéìåòîäîöåíèâàíèÿíàçû-
âàåòñÿ ìåòîäîììàêñèìàëüíîãîêâàçèïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. ïàðàãðàô 6.4 [Âåðáèê (2007)]).
Îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê îöåíîê ñëåäóåò ñäåëàòü íåêîòîðûå êîððåêòè-
ðîâêè (ïîäðîáíîñòè ñì. â [Hamilton (1994)]).
Â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ñ ïîìî-











5 ×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ñ ïàðàìåòðàìè ÎÀÐÓÃ êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè îáîçíà÷àþòñÿ*.
6 ÍÎÍÐ (à, 
2) — ýòî Íåçàâèñèìûå Îäèíàêîâî Íîðìàëüíî Ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì a è äèñïåðñèåé 
2.åìîáû÷íîãîÌÍÊ.Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêóñòðîèòñÿðåãðåññèÿêâàäðàòîâÌÍÊ-îöåíåííûõîñ-
òàòêîâ et
2 ïîee tt p  1
22 ,..., è êîíñòàíòå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òîé æå ðåãðåññèåé, êîòîðàÿ èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ âûøåîïèñàííîãî òåñòà ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè. Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ èç ýòîé ðåãðåñ-
ñèè ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè äëÿ  t
2 è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëè
èâû÷èñëåíèÿîöåíêèâçâåøåííûõíàèìåíüøèõêâàäðàòîâ(ÂÌÍÊ-îöåíêè)äëÿ*.Ýòîòïîäõîä
ðàáîòàåò õîðîøî, òîëüêî åñëè ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ t
2 âñå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Êðîìå
òîãî, ïîäõîä íå ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì îöåíêàì äëÿ ïàðàìåòðîâ ÀÐÓÃ.
Ïðîãíîçèðîâàíèå óñëîâíîé äèñïåðñèè èç ìîäåëè ÀÐÓÃ(p) îñóùåñòâëÿåòñÿ íàïðÿìóþ.
×òîáû ïîÿñíèòü ýòî, ïåðåïèøåì ìîäåëü «â îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíèõ» â âèäå:
      tt p t p
22
11
22 2 2   
 
   ( ) ... ( ),
ãäå  
2
1 1 U   /( ... ) p . Ïðåäïîëîæèâ äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè
èçâåñòíû, ïîëó÷èì ïðîãíîç íà îäèí ïåðèîä âïåðåä:














| {} | ( ) ... ( I
2).
Ýòî àíàëîãè÷íî ïðîãíîçó, ïîëó÷àåìîìó ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ÀÐ(p)ä ë ÿyt, (ñì., íàïðèìåð,
ïàðàãðàô 8.8 [Âåðáèê (2007)]). Ïðîãíîç óñëîâíîé âîëàòèëüíîñòè áîëåå ÷åì íà îäèí ïåðèîä
âïåðåä ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó:







 || {} | ( ) ... (
22 2
1 1
22 I hp t   | )
22  ,
ãäå tj t tj 
 
  |
22 ,å ñ ë èj  0.Ïðîãíîçíàhïåðèîäîââïåðåäñõîäèòñÿêáåçóñëîâíîéäèñïåðñèè

2,å ñ ë èh ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 1 1 

 	 ... p ).
Âñëó÷àåìîäåëèÎÀÐÓÃïðîãíîçèðîâàíèåèîöåíèâàíèåìîæíîîñóùåñòâèòüòàêèìæåîá-
ðàçîì íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (8), (9) èëè îáîáùåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð,
ïðîãíîç íà îäèí ïåðèîä âïåðåä ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ÎÀÐÓÃ(1,1) èìååò âèä:





| () ( ) ,











  () . Ïðîãíîç íà hïåðèîäîâ âïåðåä ìîæíî íàïèñàòü êàê





  | () ( )
22 2 2 .
Èçïîñëåäíåãîâûðàæåíèÿâèäíî, ÷òîïðîãíîçûâîëàòèëüíîñòèñõîäÿòñÿêáåçóñëîâíîéäèñ-
ïåðñèè ñî ñêîðîñòüþ+ 
 . Â ñëó÷àå ìîäåëåé ÝÎÀÐÓÃ îöåíèâàíèå ìîæíî âûïîëíèòü òàêæå
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, õîòÿ ïðîñòûå âûðàæåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
äëÿ ïðîãíîçîâ íà h ïåðèîäîâ âïåðåä íåäîñòóïíû. Ýìïèðè÷åñêè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
äëÿìîäåëèÝÎÀÐÓÃáîëååòðóäíàäëÿìàêñèìèçàöèè, èèíîãäàâîçíèêàþòïðîáëåìûîòñóòñò-
âèÿ ñõîäèìîñòè.
3. Волатильность в ежедневных обменных курсах
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü íåêîòîðûå, îáñóæäåííûå âûøå ìîäåëè âîëàòèëüíî-























































)êó ëîãàðèôìû îáìåííûõ êóðñîâ ïðèáëèæåííî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðîöåññîì ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü, â êîòîðîé yt ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì ëîãàðèôìà
îáìåííîãîêóðñà, àóñëîâíîåñðåäíååâêëþ÷àåòòîëüêîñâîáîäíûé÷ëåí.Âðåìåííîéðÿääëÿ
yt ïðåäñòàâëåí ãðàôèêîì íà ðèñóíêå 8.10 [Âåðáèê (2007)] è ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïå-
ðèîäîâ ñ íèçêîé âîëàòèëüíîñòüþ è ïåðèîäîâ ñ âûñîêîé âîëàòèëüíîñòüþ.
ÌÍÊ-îöåíåííûåîñòàòêèet ðåãðåññèè y t ïîêîíñòàíòå, êîíå÷íî, ïðåäñòàâëÿþòñîáîéçíà-
÷åíèÿyt ìèíóñèõâûáîðî÷íîåñðåäíåå.Íàîñíîâåýòèõîñòàòêîâìûìîæåìâûïîëíèòüòåñòû
äëÿ ýôôåêòîâ ÀÐÓÃ, ïîñòðîèâ ðåãðåññèþet
2 ïî êîíñòàíòå è p-ëàãèðîâàííûì âîçìóùåíèÿì.
Ïðîâåðêàãèïîòåçûãîìîñêåäàñòè÷íîñòèïðîòèâîøèáîêÀÐÓÃ(1)äàåòêðèòè÷åñêóþñòàòèñòè-
êó (âû÷èñëåííóþ êàê T, óìíîæåííîå íà R
2 âñïîìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè), ñîñòàâëÿþùóþ
21,77, ÷òî âûñîêî çíà÷èìî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿV
W ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Àíàëîãè÷íî
ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè ïðîòèâ îøèáîê ÀÐÓÃ(6) ñî ñòàòèñòèêîé,
ðàâíîé 83,46, êîòîðàÿ òàêæå ïðèâîäèò ê ÿâíîìó îòêëîíåíèþ ïðåäïîëîæåíèÿ ãîìîñêåäà-
ñòè÷íîñòè.
Îöåíèâàëèñü ñëåäóþùèå òðè ìîäåëè: ÀÐÓÃ(6), ÎÀÐÓÃ(1,1) è ñòàíäàðòíàÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ ìîäåëü ÎÀÐÓÃ












Îöåíêè ÎÀÐÓÃ äëÿ ïðèðàùåíèé ëîãàðèôìà îáìåííîãî êóðñà




































 tt  11 –0,017
(0,013)
7 Ñòàíäàðòíîåïðîãðàììíîåîáåñïå÷åíèåäëÿýòèõìîäåëåéäîñòóïíî,íàïðèìåð,âMicroFitèëèEViews.Âçàâè-
ñèìîñòè îò ðóòèííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè, èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ
ïðîãðàììàõ, ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ìîãóò íåìíîãî ðàçëè÷àòüñÿ.ôèöèðîâàííûåìîäåëèîöåíèâàëèñüìåòîäîììàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê íîðìàëüíî. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñïåöèôèêàöèè ÀÐÓÃ(6)
ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå 6 ëàãîâ èìåþò çíà÷èìûé è ïîëîæèòåëüíûé ýôôåêò. Êðîìå òîãî, îêàçà-
ëîñü, ÷òî êîýôôèöèåíòû íå ñíèæàþòñÿ äî íóëÿ î÷åíü áûñòðî. Áîëåå ýêîíîìíàÿ ìîäåëü
ÎÀÐÓÃ(1,1) òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî âëèÿíèå ëàãèðîâàííûõ âîçìóùåíèé ñíèæàåòñÿ î÷åíü ìåä-
ëåííî. Îöåíåííîå çíà÷åíèå+ 
 ðàâíî 0,976, òàê ÷òî îöåíåííûé ïðîöåññ áëèçîê ê íåñòà-
öèîíàðíîìóïðîöåññó.ÄëÿýêñïîíåíöèàëüíîéìîäåëèÎÀÐÓÃ, ìûíåíàõîäèìñâèäåòåëüñòâà
àñèììåòðèè, ïîñêîëüêóêîýôôèöèåíòèìååòt-îòíîøåíèå, ðàâíîåòîëüêî–1,37.Êàêïîêàçà-
íî âûøå, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáû÷íûì äëÿ îáìåííûõ êóðñîâ.
Áîëüøîé êîýôôèöèåíò äëÿlog t
2 òàêæå îòðàæàåò âûñîêóþ ñòåïåíü ïîñòîÿíñòâà â âîëà-
òèëüíîñòè îáìåííîãî êóðñà.
×òîáû ñðàâíèòü àëüòåðíàòèâíûå ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè, íà ðèñóíêå 8.11 [Âåðáèê (2007)]
ïðåäñòàâëåí ãðàôèê îöåíåííûõ ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé   t, êîòîðûé ïîñòðîåí ñ ó÷åòîì
îöåíîêïàðàìåòðîâìîäåëåé.×òîáûìèíèìèçèðîâàòüâîçäåéñòâèåíà÷àëüíûõóñëîâèéèîöå-
íèòü ðàçëè÷èå ìîäåëåé, ìû ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòû òîëüêî ïî ïîñëåäíèì ïÿòè ìåñÿöàì
1987 ãîäà. Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî âîëàòèëüíîñòü, ïðåäïîëàãàåìàÿ ñïåöèôèêàöèåé ìîäåëè
ÀÐÓÃ(6) ìåíåå ãëàäêàÿ, ÷åì äëÿ ñïåöèôèêàöèåé ìîäåëåé ÎÀÐÓÃ(1,1) è ÝÎÐÓÃ(1,1). Ïî-
âèäèìîìó, øåñòè ëàãîâ íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû àäåêâàòíî îïèñàòü ïîâåäåíèå âîëàòèëüíîñòè.
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